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RESUMO
A cosmologia inflaciona´ria descreve uma fase durante a qual o nosso uni-
verso passou por expansa˜o acelerada em um curto espac¸o de tempo. A in-
flac¸a˜o soluciona os problemas do paraˆmetro de densidade nos dias atuais ser
aproximadamente igual a um, assim como o problema do horizonte.Nessa
fase, consideramos que nosso universo era governado por um potencial ge-
rado por um campo escalar ı´nflaton. A cosmologia de brana inspira-se na
teoria de cordas descrevendo modelos cosmolo´gicos em dimenso˜es extras. O
objetivo deste trabalho e´ estudar cosmologia de brana imersa em um espac¸o
de Minkowski em 5d para investigar regimes de acelerac¸a˜o do universo. Para
isso consideramos a aproximac¸a˜o slow roll, analisamos o comportamento da
expanc¸ao˜ acelerada do universo atrave´s do fator de escala e do campo escalar
governado por um potencial gerado pelo modelo.
Palavras Chaves: Expansa˜o acelerada, campo escalar, potencial.
ABSTRACT
Inflationary cosmology describes a phase in which our Universe expanded
in an accelerated rate in a small amount of time. Inflation solves the problem
of the actual value of density parameter and the horizon problem. In such
phase we consider that our Universe were governed by a potential generated
by a scalar field the Inflation. Brane cosmology is inspired by string theory
describing cosmological models in extra dimensions. This work will study the
brane cosmology immersed in a Minkowski in 5d to investigate the Universe
acceleration. To do so we consider the slow roll approximation to the behavior
of accelerating Universe with the scale factor and scalar field governed by a
potential created by this model.
Key Words: accelerated expansion, scalar field, potential.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Em 1915, Albert Einstein introduziu um novo modelo de Universo atrave´s
de suas equac¸o˜es, que sa˜o governadas pela Relatividade Geral que descreve
a estrutura do espac¸o-tempo curvo. Entretanto, um ano apo´s ter divul-
gado as equac¸o˜es da Teoria da Relatividade Geral em sua forma final, estas
equac¸o˜es ainda na˜o tinham soluc¸o˜es esta´ticas quando estudadas em escalas
cosmolo´gicas. Sendo assim, Einstein decidiu modificar sua teoria a fim de
chegar a uma soluc¸a˜o cosmolo´gica esta´tica, mas esta´vel, para isso, ele alterou
as equac¸o˜es de campo da Relatividade Geral e introduziu um termo chamado
constante cosmolo´gica [8].
Em 1922, o russo Alexander Friedmann ao revisar os ca´lculos de Einstein
encontrou um erro justamente na equac¸a˜o que definia o Universo esta´tico
[15], enta˜o ao corrigir os ca´lculos constatou que a equac¸a˜o original de Einstein
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sobre gravitac¸a˜o estava correta, e encontrou as soluc¸o˜es cosmolo´gicas para
estas equac¸o˜es.
Alguns anos apo´s a correc¸a˜o de Friedmann, Edwin Hubble constatou
por meio de observac¸o˜es astronoˆmicas que o universo sofre uma expansa˜o,
confirmando a previsa˜o da Teoria da Relatividade Geral. Hubble mostrou
que as gala´xias mais pro´ximas se afastam de no´s com velocidades crescentes
com a distaˆncia que nos separam delas. Ale´m disso, em 1965 Penzias e Wilson
detectaram um elevado grau de isotropia da radiac¸a˜o co´smica de fundo[20], e
prevista desde 1946 por Gamov el al, com uma temperatura de corpo negro
de 2,73 K.
Estas fortes evideˆncias observacionais nos fazem acreditar que o Universo
surgiu a partir de um estado muito quente e denso chamado de Big Bang.
Entretanto, o modelo do big bang na˜o consegue resolver alguns problemas
cosmolo´gicos, tais como o problema da planatura e o problema do horizonte
[12][23]. Deste modo, e´ necessa´rio considerar uma fase na qual o universo
apresenta uma expansa˜o acelerada muito ra´pido em curto per´ıodo de tempo.
Esta fase e´ conhecida como inflac¸a˜o e foi inicialmente proposta, em 1981, por
Guth [4].
Neste trabalho, o Universo e´ modelado por uma brana (uma parede de
domı´nios tridimensional imersa em cinco dimenso˜es) e sofre uma expansa˜o
acelerada devido a` presenc¸a de um campo escalar [21][22] que preenche todo
o espac¸o e que e´ governado por um potencial induzido na brana devido a
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coliso˜es de part´ıculas com a mesma.
Esta dissertac¸a˜o esta´ estruturada da seguinte forma: No cap´ıtulo 2, apre-
sentamos um modelo de dois campos escalares reais acoplados em (1+1)
dimenso˜es do espac¸o-tempo. Suas soluc¸o˜es topolo´gicas sa˜o conhecidas como
kinks, que sa˜o soluc¸o˜es cla´ssicas das equac¸o˜es de movimento. Buscamos
soluc¸o˜es topolo´gicas chamadas de Branas, que esta˜o imersas em um espac¸o-
tempo de Minkowski com (4+1) dimenso˜es. Essas branas possuem uma
tensa˜o superficial associada a ela e podem ser usadas em va´rios contextos
que va˜o das baixas escalas de energia na mate´ria condensada ate´ as altas es-
calas de energia na f´ısica de part´ıculas, campos e cosmologia. Neste cap´ıtulo
mostramos que as estruturas internas geradas na brana podem afetar a ace-
lerac¸a˜o do universo, por meio da colisa˜o ela´stica das part´ıculas com a 3-brana
No cap´ıtulo 3, abordamos a Cosmologia na 3-Brana atrave´s da cons-
truc¸a˜o da me´trica de Friedmann-Robertson-Walker e das equac¸o˜es de Eins-
tein, visto que a partir delas conseguimos determinar as equac¸o˜es de Fried-
mann que descrevem um Univeso em expansa˜o ou contrac¸a˜o [15], homogeˆneo
e isotro´pico dentro do contexto da Teoria da Relatividade Geral. Atrave´s da
primeira equac¸a˜o de Friedmann encontramos tambe´m o paraˆmetro densidade
e o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o.
No cap´ıtulo 4, discutimos a Cosmologia Inflaciona´ria utilizando a teoria
de campo escalar em Cosmologia, ou seja, reescrevemos as equac¸o˜es de Fri-
edmann para um campo escalar φ com o objetivo de a partir dessas equac¸o˜es
3
encontrar o campo escalar que governa a fase inflaciona´ria do Universo. E
partindo dele conseguimos determinar o fator de escala a(t), o paraˆmetro de
desacelerac¸a˜o q(t) e por fim o paraˆmetro densidade Ω.
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Cap´ıtulo 2
Modelo de Universo Acelerado
via 3-Brana
Um problema f´ısico atual, com importaˆncia e relativamente intrigante e´ o
de como podemos modelar as observac¸o˜es da expansa˜o acelerada do universo.
Como consequeˆncia, muitos autores procuram ampliar seus entendimentos de
alguns modelos com o objetivo de aprofundar-se em tais problemas. Uma
possibilidade muito interessante e´ a de associar os modelos que possuem a
acelerac¸a˜o do universo e a energia escura ao cena´rio conhecido como “mundo
de branas”.
Considerando um cena´rio onde nosso universo possa ser como uma 3-
Brana envolvida em um espac¸o-tempo de Minkowski com (4+1) dimenso˜es,
como originalmente tratado na literatura por [1][2]. Neste cap´ıtulo, iremos
mostrar como as estruturas internas podem afetar a acelerac¸a˜o do universo,
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atrave´s da colisa˜o ela´stica de part´ıculas massivas com as 3-Brana, pois elas
geram uma certa quantidade de estruturas internas no seu interior que evo-
luem com o tempo.
2.1 O Modelo
Consideramos o setor escalar bosoˆnico de uma teoria de supergravidade
em 5d, e com isso encontramos via compactac¸a˜o a seguinte lagrangeana:
e−1Lsugra = −1
4
M3∗R(5) +GAB∂µφ
A∂µφB − 1
4
GAB
∂W (φ)
∂φA
∂W (φ)
∂φB
+
1
3
1
M3∗
W (φ)2
ou ainda,
L = −1
4
√
g
R(5)
2κ2(5)
+ L√g (2.1.1)
Para se obter a formac¸a˜o de paredes de domı´nio (3-Brana) dentro de
paredes, consideramos um modelo supersime´trico de dois campos reais in-
teragentes em (1+1) dimenso˜es gerando uma simetria Z2 × Z2 [11][19][3],
descrito pela segunite lagrangeana:
L = 1
2
∂µφ∂
µφ+
1
2
∂µχ∂
µχ− V (φ, χ) (2.1.2)
Como o modelo e´ supersime´trico, o potencial pode ser dado em termos
de um superpotencial.
V (φ, χ) =
1
2
(
∂W
∂φ
)2
+
1
2
(
∂W
∂χ
)2
(2.1.3)
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A forma mais geral do superpotencial e´ dada por:
W = λ(
φ3
3
− a2φ) + µφχ2 (2.1.4)
Substituindo (4) em (3), podemos reescrever o potencial da seguinte
forma:
V (φ, χ) =
1
2
λ2(φ2 − a2)2 + (2µ2 + λµ)φ2χ2 − λa2µχ2 + 1
2
µ2χ4 (2.1.5)
As equac¸o˜es de movimento sa˜o,
∂µ∂
µφ+
∂V
∂φ
= 0 (2.1.6)
∂µ∂
µχ+
∂V
∂χ
= 0 (2.1.7)
Como o sistema e´ supersime´trico, podemos investigar o problema usando o
formalismo de equac¸a˜o de primeira ordem.
dφ
dr
= Wφ = λ(φ
2 − a2) + µχ2 (2.1.8)
dχ
dr
= Wφ = 2µφχ (2.1.9)
As soluc¸o˜es das equac¸o˜es de primeira ordem sa˜o tambe´m conhecidas como
BPS [3].
Tipo I
φ = −a tanh(λar) (2.1.10)
χ = 0
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Tipo II
φ = −a tanh(2µar) (2.1.11)
χ = ±a
√
λ
µ
− 2 sech(2µar)
Onde, r e´ 1/5 da coordenada tranversal da 3-Brana em 3d.
O primeiro par de soluc¸o˜es representa uma 3-Brana sem estrutura, di-
ferentemente do segundo par de soluc¸o˜es que representa uma 3-Brana com
estrutura interna. Todavia para este cena´rio ambas as configurac¸o˜es do sis-
tema apresentam a mesma energia de Bogomol‘nyi EB = (4/3)λ a
3.
Figura 2.1: Perfil dos kinks que descrevem a 3-brana.
Quando os kinks esta˜o imersos em duas ou mais dimenso˜es eles sa˜o cha-
mados 3-Brana ou parades de domı´nio [6] e suas energias se transformam
em densidades de energia. A figura 2.1 representa um kink, onde o centro
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escolhido foi φ ≈ 0, regia˜o na qual a densidade de energia e´ ma´xima, ou seja,
quando φ ≈ 0 o campo χ tende ao seu valor ma´ximo.
2.2 Equac¸a˜o de Schrodinger para flutuac¸o˜es
Em algumas situac¸o˜es envolvendo campo escalar faz-se necessa´rio o es-
tudo da estabilidade linear das soluc¸o˜es esta´ticas das equac¸o˜es de movimento.
Nesta sec¸a˜o buscamos analisar o comportamento dessas soluc¸o˜es no cena´rio
idealizado por [2], neste contexto, as flutuac¸o˜es quaˆnticas (part´ıculas massi-
vas) colidem com a 3-Brana em 3d.
Consideramos pequenas perturbac¸o˜es em torno das soluc¸o˜es dos campos
φ e χ.
χ = χ¯+ ξ (2.2.12)
φ = φ¯
A nova equac¸a˜o de movimento que descreve estes novos campos e´ obtida
por meio da expansa˜o das equac¸o˜es de movimento originais para φ e χ.
∂µ∂
µξ + V¯χχξ = 0 (2.2.13)
Considerando o seguinte Ansatz para uma 3-Brana se propagando ao
longo do eixo (x,y,z).
ξ = ξ(r)e−iωt−κxx−κyy−κzz (2.2.14)
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Onde,
ω2 = k2x + k
2
y + k
2
z +m
2
x (2.2.15)
Substituindo (2.2.13) na equac¸a˜o (2.2.14), encontramos a equac¸a˜o de
Schro¨dinger para as flutuac¸o˜es.
−∂2r ξ(r) + [−ω2 + k2x + k2y + k2z ]ξ(r) + V¯χχξ(r) = 0 (2.2.16)
Vamos considerar o potencial de Schro¨dinger para as soluc¸o˜es tipo II,
visto que ela representa uma 3-Brana com estrutura interna. Fazendo uso da
equac¸a˜o (2.1.5) e das soluc¸o˜es tipo II (2.1.11), temos:
UII(r) = −m2χ(4−
λ
µ
) sech2(2µar) (2.2.17)
Onde mχ e´ a massa das part´ıculas devido a`s excitac¸o˜es elementares do
campo χ.
2.3 3-Brana em expansa˜o
Analisamos como as 3-branas se expandem ao longo de suas direc¸o˜es
quando as χ-part´ıculas colidem sobre ela. Para isso consideramos a proba-
bilidade de reflexa˜o atrave´s do coeficiente de reflexa˜o para calcular a taxa
de tranfereˆncia de momento das part´ıculas para a brana. O coeficiente de
reflexa˜o [5] para potenciais (2.2.17) possui a seguinte forma:
R =
cos2(pi
2
√
17− 4
N2
)
sinh2(piKrδ
N2
) + cos2(pi
2
√
17− 4
N2
)
(2.3.18)
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Onde N=
√
µ/λ e´ o nu´mero de estruturas que se formam no interior da
brana que tem largura δ = 1/λa e Kr = 2pi/λ
′ que e´ a componente da pro-
pagac¸a˜o de ondas associado ao volume das χ-part´ıculas. E λ e´ o comprimento
de ondas das χ-part´ıculas.
O comportamento do coeficiente de reflexa˜o pode tambe´m ser visto como
uma func¸a˜o da quantidade de movimento da colisa˜o das part´ıculas com a
3-brana como mostra a figura abaixo.
Figura 2.2: Coeficiente de reflexa˜o em func¸a˜o do nu´mero de χ-part´ıculas que
colidem na 3-brana
Desta forma as 3-Branas ira˜o se deslocar ao longo da coordenada r trans-
versal devido as coliso˜es ela´sticas como uma func¸a˜o de R, onde a forc¸a trans-
versal nas 3-branas e´ dada por:
Fr = Mwallr¨(t) ∼= KR (2.3.19)
Onde K depende da densidade de colisa˜o das part´ıculas e seus momentos.
Adotando a aproximac¸a˜o de N>>1 temos, cos2(pi
2
√
17− 4
N2
) ≈ 1 tal que
podemos reescrever a coeficiente de reflexa˜o como sendo sech2(ξ(t)). Sendo
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assim, a equac¸a˜o (2.3.19) se torna:
Mwallr¨(t) = K sech
2(ξ(t)) (2.3.20)
Integrando a equac¸a˜o (2.3.20) encontramos r(t) que representa a posic¸a˜o
da brana.
r(t) ∼= (K/Mwall)x0 ln[cosh(ξ(t))] (2.3.21)
Para encontramos o potencial U que governa a dinaˆmica da 3-brana,
usamos a Lei de Newton, ou seja, admitimos um regime na˜o-relativ´ıstico.
Ou seja,
Mwallr¨(t) +
dU
dr
= 0 (2.3.22)
Considerando a soluc¸a˜o r(t) e assumindo, por simplicidade que N∝ t∝;
∝> 1, podemos reescrever a reflectaˆncia como sendo,
R(t) = e−2r/r0k (2.3.23)
Logo,
Mwallr¨(t) = e
−2r/r0k (2.3.24)
Substituindo (2.3.25) em (2.3.22), obtemos:
Ke−2r/r0k =
dU
dr
(2.3.25)
Integrando a equac¸a˜o (2.3.26), encontramos:
U(r) =
1
2
r0Ke
2r
r0K + C (2.3.26)
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Em outras palavras, podemos dizer que a energia total e´ dada por:
E =
1
2
Mwallr˙
2 + U (2.3.27)
No mundo brana as part´ıculas conhecidas esta˜o confinadas na 3-brana
embebida em um espac¸o de dimensa˜o maior. Em nosso caso consideramos
uma 3-brana envolvida em um espac¸o de 5d de Minkowski [1][2], como mostra
a figura abaixo.
Figura 2.3: 3-brana imersa em um espac¸o 5d de Minkowski
Atrave´s do modelo proposto por [2] podemos recuperar aproximadamente
a densidade de energia da 3-brana que tambe´m pode ser encontrada atrave´s
das equac¸a˜oes de Friedmann para teoria de campos como mostraremos no
cap´ıtulo 4. Para isto, vamos considerar a energia dada pela aquec¸a˜o (2.3.28)
e a constante na 3-brana.
Para encontrarmos a densidade de energia da 3-brana, dividimos a equac¸a˜o
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(2.3.28) por A3 que e´ a a´rea da 3-brana, ou seja,
E
A(3)
=
1
2
Mwall
A(3)
r˙2 +
U
A(3)
(2.3.28)
Sabendo que a densidade de energia na 3-brana depende da quantidade
de energia armazenada por unidade de volume, ou seja,
ρwall =
E
A(3)
(2.3.29)
Observando a figura 2.2 percebemos ainda que a tensa˜o na brana Twall
e´ diretamente proporcional a quantidade de part´ıculas que colidem em um
certo volume. Logo,
Twall =
M
A(3)
(2.3.30)
Temos ainda que:
V (r) =
U
A(3)
(2.3.31)
Portanto, substituindo as equac¸o˜es (2.3.29), (2.3.30) e (2.3.31) na equac¸a˜o
(2.3.28), obtemos:
ρwall =
1
2
Twallr˙
2 + V (r) (2.3.32)
Admitindo que
√
Twallr(t)←→ φ(t), temos:
ρwall =
1
2
φ˙2 + V (φ) (2.3.33)
Onde Twall e´ a tensa˜o da 3-brana e φ = φ(t) e´ denominado ı´nflaton.
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Cap´ıtulo 3
Cosmologia Padra˜o
A Cosmologia estuda a dinaˆmica da estrutura do Universo em larga es-
cala [13][12]. Logo dentre as forc¸as fundamentais que existem na natureza,
observamos que em larga escala a forc¸a gravitacional e´ responsa´vel pela in-
terac¸a˜o predominante no Universo. Portanto a Relatividade Geral e´ utilizada
como a teoria fundamental para o estudo da Cosmologia. Em larga escala, o
Universo apresenta-se homogeˆneo e isotro´pico [17], isto porque, para valores
de escala na ordem maior do que 100 Mpc 1, as observac¸o˜es indicam que a
distribuic¸a˜o de mate´ria no Universo e´ homogeˆnea e isotro´pica.
Neste cap´ıtulo abordamos as bases da cosmologia padra˜o, que surgiu com
o advento da Teoria da Relatividade Geral de Einstein. O pressuposto ba´sico
de toda cosmologia padra˜o e´ o princ´ıpio cosmolo´gico, que em larga escala
1Distaˆncia que uma estrela deve estar para que a paralaxe anual seja igual a 1 arco.
Um parsec equivale a 3,26 anos-luz, ou cerca de 30,9 trilho˜es de quiloˆmetros
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considera o Universo como sendo Homogeˆneo e isotro´pico. Sendo assim,
este princ´ıpio desempenha um papel fundamental no modelo de Friedmann-
Robertson-Walker, tendo em vista que sua me´trica descreve a homogeneidade
e isotropia do espac¸o.
3.1 Me´trica de Friedmann-Robertson-Walker
O princ´ıpio cosmolo´gico admite que o Universo e´ homogeˆneo e isotro´pico
em largas escalas. Este princ´ıpio foi enunciado em 1933 pelo astrof´ısico
britaˆnico Edward Arthur Milne segundo o qual diferentes observadores, que
estejam participando da expansa˜o cosmolo´gica, devem ter a mesma inter-
pretac¸a˜o sobre as propriedades do Universo. Sua confirmac¸a˜o, depois da
acidental descoberta da radiac¸a˜o co´smica de fundo, por Arno Penzias e Ro-
bert Wilson, em 1965, fez desse princ´ıpio o ponto chave na elaborac¸a˜o do
modelo cosmolo´gico padra˜o [12].
Como o Universo se apresenta homogeˆneo e isotro´pico na distribuic¸a˜o
de mate´ria, e´ de se esperar que o espac¸o-tempo tambe´m seja homogeˆneo e
isotro´pico. Logo, a homogeneidade indica que a me´trica e´ invariante por
translac¸o˜es e a isotropia justifica que em torno de qualquer ponto do espac¸o,
a me´trica e´ invariante por rotac¸o˜es.
Num espac¸o tridimensional homogeˆnio e isotro´pico existem seis vetores
de Killing, ou seja, treˆs de translac¸a˜o e treˆs de rotac¸a˜o que geram espac¸os
com simetria ma´xima. Neste espac¸o o tensor de Riemann pode ser escrito
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na seguinte forma:
(3)Rijkl = K(γikγjl − γilγjk) (3.1.1)
Logo,
dl2 = γijdx
idxj (3.1.2)
Portanto, sabemos que existe um sistema de coordenadas (r,θ,φ) adapta-
das a sime´tria esfe´rica em qualquer elemento de linha do espac¸o 3d se escreve
a me´trica da seguntie maneira:
dl2 = eλ(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 dφ2 (3.1.3)
Sendo λ(r) uma func¸a˜o desconhecida, que pode ser determinada usando-
se o tensor de Riemann.
Para isto, vamos contrair os dois primeiros ı´ndices da equac¸a˜o (3.1.1).
(3)Rijil = K(δ
i
iγjl − δilγji) (3.1.4)
(3)Rjl = K3(γjl − γjl) (3.1.5)
(3)Rjl = 2Kγjl (3.1.6)
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Portanto, atrave´s do ca´lculo do tensor de Ricci para a me´trica (3.1.3),
obtemos os seguintes valores:
R11 =
λ‘
r
(3.1.7)
R22 = 1 +
1
2
λ‘re−λ − e−λ (3.1.8)
R33 = sin
2 θR22 (3.1.9)
Substituindo (3.1.7), (3.1.8) e (3.1.9) na equac¸a˜o (3.1.6), encontramos
duas equac¸o˜es independentes.
e−λ = −kr2 + A (3.1.10)
eλ =
1
1− kr2 (3.1.11)
Assim a me´trica de um espac¸o 3d homogeˆnio e isotro´pico tem a seguinte
forma:
dl2 =
1
1− kr2dr
2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (3.1.12)
A equac¸a˜o acima representa a distaˆncia espacial pro´pria entre eventos
simultaˆneos, onde k e´ a constante de curvatura do espac¸o.
Para observadores co-mo´veis distribu´ıdos nesse espac¸o 3d, com velocidade
me´dia de mate´rial local nula, a linha de Universo desses observadores deve ser
ortogonal ao espac¸o 3d, homogeˆnea e isotro´pica, o que induz que a parte es-
pacial do tensor me´trico evolua por meio de uma func¸a˜o universal do tempo,
18
de modo que considerando o Princ´ıpio Cosmolo´gico, a me´trica de Friedmann-
Robertson-Walker que descreve um Universo homogeˆnio e isotro´pico em ex-
pansa˜o e´:
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
1
1− kr2dr
2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
]
(3.1.13)
Na me´trica de FRW a(t) representa o fator de escala que esta´ relacionado
com a taxa de expansa˜o do Universo, ou seja, e´ utilizado para descrever
a evoluc¸a˜o de distaˆncias espaciais e k como ja´ foi dito anteriormente e´ a
constante de curvatura do espac¸o que pode assumir valores -1, 0, 1 de acordo
com a curvatura do espac¸o a que esta´ submetida.
3.2 Equac¸o˜es de Friedmann
As equac¸o˜es de Friedmann formam um conjunto de equac¸o˜es em cos-
mologia f´ısica que governam a expansa˜o me´trica do espac¸o em modelos ho-
mogeˆneos e isotro´picos do Universo dentro do contexto da Teoria da Relati-
vidade Geral [14]. Assim, um modelo cosmolo´gico correspondente a soluc¸o˜es
das equac¸o˜es de campo de Einstein para um flu´ıdo perfeito e que reproduzem
as principais caracter´ısticas do Universo.
Desta maneira, a cosmolo´gia relativ´ıstica tem sua pro´pria base formada
em treˆs hipo´teses:
I - O princ´ıpio cosmolo´gico, dado pelo elemento de linha de Robertson-
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Walker.
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
1
1− kr2dr
2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
]
(3.2.14)
II - O postulado de Weyl, que introduz o flu´ıdo perfeito, cujo tensor
energia-momento e´ dado por:
T µν = (ρ+ p)UµUν + pgµν (3.2.15)
III - A equac¸a˜o de Eisntein com constante cosmolo´gica.
Gµν = 8piTµν (3.2.16)
Onde Gµν representa o tensor de Einstein dado por:
Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν (3.2.17)
Com o objetivo de encontrar as componentes do tensor de Einstein Gµν ,
faz-se necessa´rio determinar inicialmente as componentes do tensor de Ricci
Rµν , o escalar de curvatura R e por fim determinar as componentes do tensor
energia-momentum.
Pelo princ´ıpico cosmolo´gico a me´trica e´ diagonal por construc¸a˜o e suas
componentes na˜o nulas do tensor energia-momentum sa˜o dadas por:
T00 = (ρ+ p)U0U0 − pg00 (3.2.18)
T00 = (ρ+ p)g0iU
iU0 − pg00 (3.2.19)
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T00 = (ρ+ p)g00U
0U0 − pg00 (3.2.20)
T00 = ρ+ p− p (3.2.21)
T00 = ρ (3.2.22)
e
Tii = (ρ+ p)UiUi − pgii (3.2.23)
Tii = (ρ+ p)gikU
kUi − pgii (3.2.24)
Tii = −pgii (3.2.25)
Sabendo que UiUi = 0, temos que T11 = −pg11, T22 = −pg22 e T33 =
−pg33. Logo, de acordo com a me´trica (3.2.14), obtemos:
gµν =

1 0 0 0
0 −a
2
1−kr2 0 0
0 0 −a2r2 0
0 0 0 −a2r2 sin2 θ

Sendo assim,
Tµν =

ρ 0 0 0
0 p −a
2
1−kr2 0 0
0 0 pa2r2 0
0 0 0 pa2r2 sin2 θ

Para obtermos o tensor de Einstein, calculamos o tensor de Ricci que e´
obtido a partir da contrac¸a˜o do tensor de Riemann, dado por:
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Rµγαβ =
∂Γµαβ
∂xγ
− ∂Γ
µ
αγ
∂xβ
+ ΓµηγΓ
η
αβ − ΓµηβΓηαγ (3.2.26)
E os coeficientes da conexa˜o sa˜o:
Γµαβ =
1
2
gµν
(
∂gαν
∂xβ
+
∂gβν
∂xα
− ∂gαβ
∂xν
)
(3.2.27)
Γµαβ = Γ
µ
βα (3.2.28)
Substituindo (3.2.27) em (3.2.26) obtemos tensor Riemann, e por sua vez
fazendo a contrac¸a˜o desde tensor temos que os tensores de Ricci sa˜o:
R00 = −3 a¨
a
(3.2.29)
R11 =
aa¨+ 2a˙2 + 2k
1− kr2 (3.2.30)
R22 = r
2(aa¨+ 2a˙2 + 2k) (3.2.31)
R33 = r
2 sin2 θ(aa¨+ 2a˙2 + 2k) (3.2.32)
Como o escalar de curvatura e´ obtido atrave´s da contrac¸a˜o do tensor de
Ricci
R = gµνRµν (3.2.33)
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Substituindo as equac¸o˜es (3.2.29), (3.2.30), (3.2.31) e (3.2.32) na equac¸a˜o
(3.2.33), encontramos o valor do escalar de curvatura.
R = −6
[
a¨
a
+
a˙2
a2
+
k
a2
]
(3.2.34)
Com as informac¸o˜es obtidas e´ poss´ıvel calcular o tensor de Eisntein Gµν ,
cujas componentes na˜o nulas sa˜o G00 e G11. Assim,
G00 = 3
(
a˙2
a2
+
k
a2
)
(3.2.35)
G11 =
[ −1
1− kr2
] (
2a¨a+ a˙2 + k
)
(3.2.36)
Da equac¸a˜o (3.2.16) que representa as equac¸o˜es de Einstein a componente
G00 sera´ dada por:
G00 = 8piT00 (3.2.37)
Lembrando que a primeira componente T00 do tensor energia-momentum
representa a densidade de energia do flu´ıdo iremos ter o seguinte,
G00 = 8piρ (3.2.38)
Igualando as equac¸o˜es (3.2.38) e (3.2.35) vamos obter a primeira equac¸a˜o
de Friedmann.
3
(
a˙2
a2
+
k
a2
)
= 8piρ (3.2.39)
H2 =
(
a˙
a
)2
=
8piρ
3
− k
a2
(3.2.40)
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Ja´ para a segunda equac¸a˜o de Friedmann, usamos a componente G11 das
equac¸o˜es de Einstein.
G11 = 8piT11 (3.2.41)
Sabemos que a componente T11 do tensor energia-momentum e´ repre-
sentada por T11 = pg11. Portanto substituindo T11 e a equac¸a˜o (3.2.36) na
equac¸a˜o (3.2.41), encontramos:[ −1
1− kr2
]
(2a¨a+ a˙2 + k) = 8pi
[
pa2
1− kr2
]
(3.2.42)
2a¨a+ a˙2 + k = 8pipa2 (3.2.43)
2
a¨
a
+
a˙2
a2
+
k
a2
= −8pip (3.2.44)
Substituindo a equac¸a˜o (3.2.39) na equac¸a˜o (3.2.44), teremos:
2
a¨
a
+
8piρ
3
= −8pip (3.2.45)
2
a¨
a
= −8pip− 8piρ
3
(3.2.46)
a¨
a
=
−12pip
3
− 4piρ
3
(3.2.47)
a¨
a
=
−4pi
3
(3p+ ρ) (3.2.48)
A equac¸a˜o (3.2.48) representa a segunda equac¸a˜o de Friedmann e indica
a taxa de acelerac¸a˜o com que o Universo se expande em func¸a˜o da densidade
de ma´teria e da pressa˜o do fluido co´smico [21][22][23] relacionadas com o
fator de escala de expansa˜o do Universo. Para a¨ > 0 podemos verificar que
o Universo sofre uma expansa˜o acelerada.
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3.2.1 Paraˆmetro densidade
Usando a primeira equac¸a˜o de Friedmann, temos que:
H2 =
8piG
3
ρ− k
2
a2
(3.2.49)
Onde a densidade e´ dada em termos da densidade de radiac¸a˜o, mate´ria
e da constante cosmolo´gica respectivamente ρ = ρR + ρM + ρΛ que sa˜o treˆs
fontes responsa´veis pela evoluc¸a˜o do Universo.
ρR =
ρ0
a4
(3.2.50)
ρM =
ρ0
a3
(3.2.51)
ρΛ =
Λ
8piG
(3.2.52)
Para um dado valor do paraˆmetro de Hubble H, existe um valor especial
de densidade que seria necessa´ria a fim de fazer a geometria do universo
plana, k = 0. Isto e´ conhecido como o valor de densidade cr´ıtica ρc [16][17],
dado por:
ρc =
3H2
8piG
(3.2.53)
A densidade cr´ıtica na˜o e´ necessariamente a verdadeira densidade do uni-
verso, uma vez que o universo na˜o precisa ser plano. No entanto, ele define
uma escala natural do universo, e a partir do seu valor inferimos se o universo
e´ fechado, aberto ou plano.
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Ao inve´s de obter diretamente a densidade do Universo, e´ muitas vezes u´til
citar seu valor em termos da densidade cr´ıtica. Esta quantidade adimensional
e´ conhecida como paraˆmetro densidade,
Ω =
ρ
ρc
(3.2.54)
Podemos ainda escrever o paraˆmetro densidade da seguinte forma:
Ω = ΩM + ΩR + ΩΛ (3.2.55)
Ω =
ρM
ρc
+
ρR
ρc
+
ρΛ
ρc
(3.2.56)
Substituindo as equac¸o˜es (3.2.53) e (3.2.54) na equac¸a˜o (3.2.49), encon-
tramos:
H2 =
8piG
3
ρcΩ− k
2
a2
(3.2.57)
H2 = H2Ω− k
2
a2
(3.2.58)
H2(Ω− 1) = k
2
a2
(3.2.59)
Ω− 1 = k
2
a2H2
(3.2.60)
Lembrando que H2 = a˙2/a2
Ω− 1 = k
2
a2a˙2/a2
(3.2.61)
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Ω = 1 +
k2
a˙2
(3.2.62)
Desta maneira temos que para um universo plano ρ = ρc, logo Ω = 1 e
k = 0. Quando temos um universo fechado (geometria esfe´rica) k > 0, ρ > ρc
e Ω > 1. Ja´ para um universo aberto (geometria hiperbo´lica) k < 0, logo a
equac¸a˜o (3.2.62) nos diz que ρ < ρc e Ω < 1 [16][17].
3.2.2 Paraˆmetro de desacelerac¸a˜o
Um para˜metro importante que nos auxilia no entendimento do processo
de expansa˜o do universo e´ o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o q(t) [18], ou seja,
uma maneira alternativa de descrever o seu estado de expansa˜o do universo
consiste em utiliza´-lo.
q(t) =
d
dt
(
1
H
)
− 1 (3.2.63)
q(t) = −aa¨
a˙2
(3.2.64)
O paraˆmetro de desacelerac¸a˜o q(t) e´ um indicador da taxa de expansa˜o
do Universo, ou seja, o valor de q(t), assim como o de Ω determinam o futuro
da expansa˜o [12]. Dessa forma, se q < 0, a expansa˜o do Universo e´ acelerada,
pore´m se q > 0 indica uma fase desacelerada.
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Cap´ıtulo 4
Cosmologia Inflaciona´ria na
3-Brana
O Big Bang e´ a mais aceita e bem sucedida teoria dentre as outras acerca
da origem do Universo. Esse modelo descreve a evoluc¸a˜o do Universo desde os
primeiros cente´simos de segundos ate´ os dias de hoje, ale´m disso, acredita-
se que o Universo originou-se ha´ aproximadamente 13,7 bilho˜es de anos,
a partir de uma singularidade. Pore´m, o Big Bang na˜o consegue explicar
diversos problemas tais como, o paraˆmetro densidade Ω ≈ 1 e o problema do
horizonte.
Para tentar resolver esses problema foi necessa´rio o surgimento de uma
fase inflaciona´ria que pode ser estudada de diversas forma, dentre elas exite
algumas mais atuais que utilizam a Cosmologia e a Teoria de Campo para
explicar tal fase. Neste cap´ıtulo utilizamos a teoria de campos para explicar
a fase inflaciona´ria do Universo, que consegue solucionar va´rios os problemas.
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Nessa fase, consideramos que nosso universo era governado por um potencial
gerado por um campo escalar ı´nflaton.
4.1 Teoria de Campo Escalar em Cosmologia
Em 1981 A. Guth propoˆs em seu modelo que a inflac¸a˜o na˜o teria fim, e
isto faria com que o Universo continuasse em um eterno processo de expansa˜o
acelerada [4]. Todavia em 1982, A, Linde criou um novo cena´rio conhecido
como nova inflac¸a˜o ou inflac¸a˜o cao´tica [12], que preveˆ que o Universo deve ser
essencialmente plano, uma vez que a densidade da mate´ria em um Universo
plano esta´ diretamente relacionada com a sua taxa de expansa˜o.
A principal ideia de todos os modelos inflaciona´rios com campo escalar
e´ considerar que a energia do Universo primitivo tenha sido dominada pela
energia potencial dos campos escalares. Entretanto para incluir estes campos
nas equac¸o˜es de Friedmann, com o objetivo de gerar modelos cosmolo´gicos
que consigam explicar a fase inflaciona´ria do Universo devemos utilizar o
tensor energia-momentum para o campo escalar definido por:
T µν =
δL
δ∂µφ
∂µφ− δµνL (4.1.1)
Para um campo escalar real,
Tµν = ∂µφ∂νφ− δµνL (4.1.2)
Onde a lagrangeana sera´:
L = −1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ) (4.1.3)
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Substituindo a equac¸a˜o (4.1.3) na equac¸a˜o (4.1.2) podemos encontrar a
componente T00 do tensor energia-momentum.
T00 = ∂0φ∂0φ− 1
2
g00∂0φ∂
0φ− g00V (φ) (4.1.4)
T00 = ∂0φ∂0φ+
1
2
∂0φ∂
0φ+ V (φ) (4.1.5)
T00 = (∂0φ)
2 +
1
2
∂0φg00∂0φ+ V (φ) (4.1.6)
T00 = φ˙
2 − 1
2
φ˙2 + V (φ) (4.1.7)
T00 =
1
2
φ˙2 + V (φ) (4.1.8)
Vimos no cap´ıtulo anterior que a componente T00 = ρ, logo comparando
com a equac¸a˜o (4.1.8) obtemos:
ρ =
1
2
φ˙2 + V (φ) (4.1.9)
Efetuando os mesmos procedimentos so´ que agora para a componente T11,
temos:
T11 = ∂1φ∂1φ+ g11L (4.1.10)
T11 = −1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ) (4.1.11)
T11 =
1
2
(ρ0φ)
2 − V (φ) (4.1.12)
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Lembrando que a componente T11 = p, encontramos:
p =
1
2
φ˙2 − V (φ) (4.1.13)
Como sabemos a dinaˆmica do Universo na presenc¸a de um campo escalar
φ pode ser obtido a partir das equac¸o˜es de Friedmann. Portanto, voltando
a nossa atenc¸a˜o para as equac¸o˜es de Friedmann (3.2.40) e (3.2.48) nas quais
iremos substituir as equac¸o˜es (4.1.9) e (4.1.13) que correspondem respec-
tivamente a densidade de energia e a pressa˜o, para conseguirmos obter as
expresso˜es em func¸a˜o do campo escalar.(
a˙
a
)2
=
8piG
3
[
1
2
φ˙2 + V (φ)
]
− k
a2
(4.1.14)
E para a segunda equac¸a˜o de Friedmann, temos:
a¨
a
=
−4piG
3
{
3
[
1
2
φ˙2 − V (φ)
]
+
[
1
2
φ˙2 + V (φ)
]}
(4.1.15)
a¨
a
=
−8piG
3
[φ˙2 − V (φ)] (4.1.16)
Consideramos a equac¸a˜o da conservac¸a˜o da energia para a me´trica de
Friedmann-Robertson-Walker para um fluido perfeito que pode ser obtida
atrave´s do tensor energia-momentum:
ρ˙ = −3 a˙
a
(ρ+ p) (4.1.17)
Substituindo as equac¸o˜es (4.1.9) e (4.1.13) na equac¸a˜o (4.1.17), obtemos
a seguinte expressa˜o:
d
dt
[
1
2
φ˙2 + V (φ)
]
+ 3
a˙
a
{[
1
2
φ˙2 + V (φ)
]
+
[
1
2
φ˙2 − V (φ)
]}
(4.1.18)
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φ˙φ¨+
∂V
∂φ
φ˙+ 3
a˙
a
φ˙2 = 0 (4.1.19)
Dividindo (4.1.19) por φ˙
φ¨+ 3
a˙
a
φ˙+
∂V
∂φ
= 0 (4.1.20)
Definindo o paraˆmetro de Hubble H = a˙/a que representa a taxa relativa
de crescimento do Universo, e considerando que o campo escalar φ e´ inicial-
mente homogeˆneo[13][23], todas as suas derivadas sera˜o praticamente nulas.
Logo a equac¸a˜o (4.1.20) que representa a equac¸a˜o de movimento resulta.
φ¨+ 3Hφ˙+
∂V
∂φ
= 0 (4.1.21)
Onde a equac¸a˜o (4.1.21) e´ quem governa a dinaˆmica do inflaton.
Dentre os va´rios modelos de inflac¸a˜o, destaca-se o tipo rolagem lenta, no
qual o potencial deve ser muito maior que a energia cine´tica, de modo que
ele seja aproximadamente constante.
V (φ) >>
1
2
φ˙2 (4.1.22)
Desta forma as equac¸o˜es (4.1.9) e (4.1.13) podem ser reescritas respecti-
vamente como:
ρ ≈ V (φ0) (4.1.23)
p ≈ −V (φ0) (4.1.24)
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Essas condic¸o˜es juntas sa˜o conhecidas como aproximac¸a˜o slow-roll, φ˙ ≈
constante e φ¨ ≈ 0 [10][12][21][22] e garantem que se o potencial for plano
o bastante o campo φ rolara´ lentamente. Levando em considerac¸a˜o todas
essas informac¸o˜es, o campo φ ira´ produzir inflac¸a˜o e por isso e´ chamado de
inflaton[23].
Como a segunda derivada temporal φ¨ e´ pequena, podera´ ser ingnorada,
ou seja, φ¨ << 3Hφ˙, sendo assim a equac¸a˜o de movimento para φ se torna
3Hφ˙ = V (φ). Nesta caso a equac¸a˜o de Friedmann (4.1.14) poder ser reescrita
para k = 0 (Universo plano), como
H2 =
8piG
3
V (φ) (4.1.25)
Ja´ a equac¸a˜o de movimento (4.1.21) fica
3Hφ˙ ≈ ∂V
∂φ
(4.1.26)
Atrave´s da equac¸a˜o de Friedmann (4.1.25) podemos determinar o fator
de escala a(t) que nos fornece as informac¸o˜es importantes sobre a expansa˜o
do Universo para um potencial aproximadamente constante.(
a˙
a
)2
=
8piGV0
3
(4.1.27)
a˙
a
=
√
8piGV0
3
(4.1.28)
1
a
da
dt
=
√
8piGV0
3
(4.1.29)
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∫
1
a
da =
∫ √
8piGV0
3
dt (4.1.30)
Integrando (4.1.30) teremos:
ln a =
√
8piGV0
3
t (4.1.31)
a(t) = e
√
8piGV0
3
t (4.1.32)
4.2 Modelo de Campo Escalar na Brana
Neste trabalho encontramos no cap´ıtulo 1 a densidade de energia poten-
cial dada em termos do campo escalar real φ, que possui a seguinte forma,
V (r) =
1
2
φ0ke
−2φ/φ0k (4.2.33)
Figura 4.1: Densidade de energia potencial em func¸a˜o do tempo
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Substituindo a equac¸a˜o (4.2.33) na equac¸a˜o de Friedmann para um Uni-
verso homogeˆneo contendo o campo escalar, vamos obter
H2 =
8piG
3
V (φ) (4.2.34)
H =
√
8piG
3
√
1
2
φ0ke−2φ/φ0k (4.2.35)
Substituindo a equac¸a˜o (4.2.35) na equac¸a˜o que governa a evoluc¸a˜o do
campor escalar, temos:
3Hφ˙+
∂V
∂φ
= 0 (4.2.36)
3
√
8piG
3
√
1
2
φ0ke−2φ/φ0kφ˙− e−2φ/φ0k = 0 (4.2.37)
φ˙ = e−2φ/φ0k[24piG]1/2
[
1
2
φ0ke
−2φ/φ0k
]1/2
(4.2.38)
e−2φ/φ0k[24piG]1/2
[
1
2
φ0ke
−2φ/φ0k
]1/2
dφ = dt (4.2.39)
e2φ/φ0k = [12piGφ30k
3]−1t2 (4.2.40)
2φ
φ0k
= ln
(
t2
12piGφ30k
3
)
(4.2.41)
φ(t) =
φ0k
2
ln
(
t2
12piGr30k
3
)
(4.2.42)
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Definimos β−1 = 12piGφ30k
3
Portanto o campo escalar φ que gera o potencial, e que por sua vez governa
a fase inflaciona´ria sera´
φ(t) =
φ0k
2
ln(βt2) (4.2.43)
Figura 4.2: Evoluc¸a˜o do campo escalar φ em func¸a˜o do tempo t.
Atrave´s da equac¸a˜o de Friedmann podemos ainda determinar o fator de
escala, para isto, vamos substituir a equac¸a˜o (4.2.43) na equac¸a˜o (4.2.35)
para determinar o valor de a(t) associado a este campo φ
a˙
a
=
√
4piG
3
√
φ0ke
−2
φ0k
(φ0k2 lnβt2) (4.2.44)
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∫ a
a0
1
a
da =
∫ √
4piG
3
φ0kβ−1
√
1
t2
dt (4.2.45)
ln
a
a0
= 4piGφ0k
2 ln t (4.2.46)
Fazendo, b = 4piGk2
ln
a
a0
= bφ0k
2 ln t (4.2.47)
a(t) = a0t
bφ20 (4.2.48)
Construindo o gra´fico, obtemos o seguinte comportamento do fator de
escala do Universo em func¸a˜o do tempo.
Apo´s determinamos o fator de escala variando no tempo como mostra a
equac¸a˜o (4.2.48), podemos aplicar este resultaod e encontrar o paraˆmetro de
desacelerac¸a˜o q(t). Logo realizando as respectivas derivadas do fator de escala
e substituindo na equac¸a˜o (3.2.64) encontramos o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o
dado por:
q(t) =
a0t
bφ20 [a0bφ
2
0(bφ
2
0 − 1)tbφ20−2]
(a0bφ20t
bφ20−1)2
(4.2.49)
q(t) =
(b2φ40 − b2φ20)
b2φ20
(4.2.50)
Construindo o gra´fico, obtemos o seguinte comportamento do paraˆmetro
de desacelerac¸a˜o em func¸a˜o do tempo.
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Figura 4.3: Evoluc¸a˜o do fator de escala a(t) em func¸a˜o do tempo t.
Utilizando o fator de escala a(t) podemos obter tambe´m o paraˆmetro
densidade atrave´s da equac¸a˜o (3.2.62).
Ω = 1 +
k2
a20b
2φ40t
2bφ20−2
(4.2.51)
Como a0, b e φ0 sa˜o constantes podemos concluir que o paraˆmetro den-
sidade depende apenas do tempo.
Ω ∝ 1 + k2ct−2(a−1) (4.2.52)
Onde, a = bφ20 e c = 1/a
2
0b
2φ40. Lembrando que neste trabalho esta-
mos consideramos um modelo de Universo plano, temos que k = 1. Logo,
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Figura 4.4: Paraˆmetro de desacelerac¸a˜o em func¸a˜o do tempo t.
podemos reescrever (4.2.52) da seguinte forma,
Ω ∝ 1 + ct−2(a−1) (4.2.53)
Fazendo a20b
2φ40 > 0 implica em dizer que c ≈ 0 ct−2(a−1) ≈ 0, logo Ω ≈ 1.
Podemos concluir enta˜o que temos um modelo de Universo plano, o que
resolve o problema de planatura do universo.
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Cap´ıtulo 5
Conclusa˜o
Nas u´ltimas de´cadas as aplicac¸o˜es em cena´rios de mundo-brana tem re-
cebido considera´vel atenc¸a˜o, e alguns trabalhos [1][2] tem utilizado modelos
com a interac¸a˜o de dois campos escalares reais, que sa˜o usados para descre-
ver a separac¸a˜o das branas, que podem ser naturalmente incorporadas tem
teorias supersimetricas.
Neste tabalho, encontramos nosso pro´prio potencial a partir da tensa˜o
na brana [2]. E atrave´s das equac¸o˜es de Friedmann para a teoria de campo
escalar, consideramos a aproximac¸a˜o slow roll e verificamos que o comporta-
mento do campo escalar φ e do fator de escala a(t) satisfazem o modelo de
Eisntein-de Sitter ou modelo padra˜o, visto que escolhemos o paraˆmetro de
curvatura k como sendo igual a zero. Desta forma, as equac¸o˜es de Friedmann
nos forneceram resultados para a e´poca atual com curvatura nula, ou seja,
um modelo de Universo plano como ficou comprovado atrave´s da obtenc¸a˜o
40
do nosso paraˆmetro densidade.
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Cap´ıtulo 6
Apeˆndice
6.1 Me´trica de Friedmann-Roberton-Walker
A geometria desenvolvida por Bernhard Riemann em 1854 [] sugeria que
o Universo deveria possuir uma geometria curva. Desta maneira, poder´ıamos
viajar ao longo de uma geode´sica de uma hiperf´ıcie tridimensional do espac¸o
quadri-dimensional. Onde nesse espac¸o o tensor de Riemann era definido
por,
(3)Rijkl = K(γikγjl − γilγjk) (6.1.1)
E sua me´trica possui a seguinte forma,
dl2 = γijdx
idxj (6.1.2)
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Portanto, no sistema de coordenadas esfe´ricas, para uma espac¸o 3d, tere-
mos:
dl2 = expλ(r) dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 dφ2 (6.1.3)
Sendo λ(r) uma func¸a˜o desconhecida, que pode ser determinada usando-
se o tensor de Riemann.
Para isto, vamos contrair os dois primeiros ı´ndices da equac¸a˜o (3.1.1).
(3)Rijil = K(δ
i
iγjl − δilγji) (6.1.4)
(3)Rjl = K3(γjl − γjl) (6.1.5)
(3)Rjl = 2Kγjl (6.1.6)
Vimos no cap´ıtulo 3 que as componentes do tensor de Riemann sa˜o defi-
nidas por:
Rµγαβ =
∂Γµαβ
∂xγ
− ∂Γ
µ
αγ
∂xβ
+ ΓµηγΓ
η
αβ − ΓµηβΓηαγ (6.1.7)
E os coeficientes da conexa˜o sa˜o:
Γµαβ =
1
2
gµν(
∂gαν
∂xβ
+
∂gβν
∂xα
− ∂gαβ
∂xν
) (6.1.8)
Γµαβ = Γ
µ
βα (6.1.9)
Levando em considerac¸a˜o a me´trica (6.1.3), obtemos:
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gµν =
 eλ 0 00 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

e
gµν =
 e−λ 0 00 1/r2 0
0 0 1/r2 sin2 θ

Fazendo µ = 1 e variando α e β (1,2 e 3).
Γ111 =
1
2
g11
(
∂g11
∂x1
+
∂g11
∂x1
− ∂g11
∂x1
)
=
1
2
e−λ
(
∂eλ
∂r
)
=
1
2
λ, (6.1.10)
Γ122 =
1
2
g11
(
∂g21
∂x2
+
∂g21
∂x2
− ∂g22
∂x1
)
= −1
2
e−λ
(
∂r2
∂r
)
= − r
eλ
(6.1.11)
Γ133 =
1
2
g11
(
∂g31
∂x3
+
∂g31
∂x3
− ∂g33
∂x1
)
= −1
2
e−λ
(
∂r2 sin2 θ
∂r
)
(6.1.12)
Γ133 = −
r
eλ
sin2 θ (6.1.13)
Fazendo µ = 2 e variando α e β (1,2 e 3).
Γ212 = Γ
2
21 =
1
2
g22
(
∂g12
∂x2
+
∂g22
∂x1
− ∂g12
∂x2
)
=
1
2
1
r2
(
∂r2
∂r
)
=
1
r
(6.1.14)
Γ233 =
1
2
g22
(
∂g32
∂x3
+
∂g32
∂x3
− ∂g33
∂x2
)
=
1
2
1
r2
(
−∂r
2 sin2 θ
∂θ
)
(6.1.15)
Γ233 = − sin θ cos θ (6.1.16)
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Fazendo µ = 3 e variando α e β (1,2 e 3).
Γ313 = Γ
3
31 =
1
2
g33
(
∂g13
∂x3
+
∂g33
∂x1
− ∂g13
∂x3
)
=
1
2
1
r2 sin2 θ
(
∂r2 sin2 θ
∂r
)
(6.1.17)
Γ313 = Γ
3
31 =
1
r
(6.1.18)
Γ323 = Γ
3
32 =
1
2
g33
(
∂g23
∂x3
+
∂g33
∂x2
− ∂g23
∂x3
)
=
1
2
1
r2 sin2 θ
(
∂r2 sin2 θ
∂θ
)
(6.1.19)
Γ323 = Γ
3
32 =
sin θ cos θ
sin2 θ
= cotgθ (6.1.20)
A partir dos coeficientes da conexa˜o conseguimos calcular as componentes
do tensor de Riemann.
Ri11j = R
1
111 +R
2
112 +R
3
113 (6.1.21)
Ri22j = R
1
221 +R
2
222 +R
3
223 (6.1.22)
Ri22j = R
1
331 +R
2
332 +R
3
333 (6.1.23)
Logo,
R2112 =
∂Γ212
∂x1
− ∂Γ
2
11
∂x2
+ Γ2η1Γ
η
12 − Γ2η2Γη11 = −
1
2
λ‘
r
(6.1.24)
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R3113 =
∂Γ313
∂x1
− ∂Γ
3
11
∂x3
+ Γ3η1Γ
η
13 − Γ3η3Γη11 = −
1
2
λ‘
r
(6.1.25)
R1221 =
∂Γ121
∂x2
− ∂Γ
1
22
∂x1
+ Γ1η2Γ
η
21 − Γ1η1Γη22 = −
1
2
rλ‘e−λ (6.1.26)
R3223 =
∂Γ323
∂x2
− ∂Γ
3
22
∂x3
+ Γ3η2Γ
η
23 − Γ3η3Γη22 = −1 + e−λ (6.1.27)
R1331 =
∂Γ113
∂x3
− ∂Γ
1
33
∂x1
+ Γ1η3Γ
η
31 − Γ1η1Γη33 = −
1
2
λr sin2 θe−λ (6.1.28)
R2332 =
∂Γ232
∂x3
− ∂Γ
2
33
∂x2
+ Γ2η3Γ
η
32 − Γ2η2Γη33 = sin2 θ(e−λ − 1) (6.1.29)
Substituindo as equac¸o˜es (6.1.24) a (6.1.29) nas equac¸o˜es (6.1.21), (6.1.22)
e (6.1.23) e fazendo as devidas contrac¸o˜es, encontramos o tensor de Ricci para
a me´trica (6.1.3).
R11 =
λ‘
r
(6.1.30)
R22 = 1 +
1
2
λ‘r exp−λ− exp−λ (6.1.31)
R33 = sin
2 θR22 (6.1.32)
Substituindo as equac¸o˜es (6.1.30), (6.1.31) e (6.1.32) respectivamente na
equac¸a˜o (6.1.6), obtemos:
R11 = 2kγ11 (6.1.33)
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λ‘
r
= 2keλ (6.1.34)
de−λ
dr
= 2kr (6.1.35)
e−λ = −kr2 + A (6.1.36)
R22 = 2kγ22 (6.1.37)
1 +
1
2
λ‘re−λ − e−λ = 2kr2 (6.1.38)
1 + kr2 + kr2 − (−kr2 + A) = 2kr2 (6.1.39)
A = 1 (6.1.40)
Logo,
e−λ = −kr2 + A (6.1.41)
eλ =
1
1− kr2 (6.1.42)
Assim a me´trica de um espac¸o 3d homogeˆnio e isotro´pico tem a seguinte
forma:
dl2 =
1
1− kr2dr
2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (6.1.43)
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